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Vorliegende Arbeit soll eine Fortsetzung jener von Professor 
Friedrich Engel: „Die infinitesimalen Transformationen einer 


Pfaffschen Gleichung“! bilden. 
Herr Professor Engel 


hat mir in vorliegender Schrift mehrfach mit Rat und Hilfe zur 
Seite gestanden und es sei ihm auch an dieser Stelle mein herz- 
lichster Dank ausgesprochen. | = 

Lie hat über das vorliegende Problem nichts veröffentlicht. 
Teilweise finden sich Anklänge an vorliegende Schrift bei Vivanti 
und bei v. Weber.? 


Franz Winkler. 


! Berichte der math.-phys. Klasse der K. Gesellschaft der Wissen- 
schaften 1899, S. 303 ff. 
? v. Weber, Das Pfaffsche Problem. 


Angenommen von der mathematisch-naturwissenschaftlichen Sektion 
auf Grund der Gutachten der Herren 


Mayer und Hölder. 


Leipzig, den 22. Februar 1905. Der Prokanzellar. 
Seeliger. 


Zus Erster Abschnitt. 
Allgemeine Sätze, Bedingungseleichungen. 


$ 1. Charakteristische Funktionen, Identitäten. 


Vorgelegt sei der Pfaffsche Ausdruck: 


1) de > kadar: 
2” 

Durch die endliche Transformation: 
2) 2, = F(@ .-.%) 
werde Min cA+dw(&,,...x,) übergeführt, so daß vermöge 2) 
eine Gleichung von der Form: 
See Kın = u Svo,n)datüdala ,.: .®). 

1-18 T > U 
oder. kurz: | 
3) N=cA+do 
besteht. Hierbei ist unter ce eine Konstante verstanden. — Es 
sei ferner: | 
I. NED et 

- ah Gh. | 

eine infinitesimale Transformation, welche auf A ausgeführt ergibt: 
5) XA=«cA+dulm,...%,); | 
unter 6, ebenfalls eine Konstante verstanden. — Denken wir uns 


jetzt vermöge: 2) in X(f) die Variabeln &,',...x, eingeführt, so 
erhält X(f) die neue Form: | 


6) xXf) = > (re) EXlf). 


Die Zuwüchse, welche X(f) und X(f) den Veränderlichen @,,... 
erteilen, sind somit: | 

re dihii) si | 
7) 2 5, *) Ben, 


1* 


N ae fe: 


Zwischen diesen Zuwüchsen bestehen dieselben Beziehungen 
wie zwischen den Differentialen, so daß auch eine Gleichung von 
der Form: 


8) Dra,@)E@) = oDra)&e + Km) 


besteht. X(f) auf 4’ ausgeführt, ergibt für 4’ ebenfalls die Form 
C4’+d%', wie sich leicht rechnerisch ergibt. Es ist: 
xN)= x) 
XA)=eaA+dule,.:. ©): 
Führen wir hier 2) ein, so ergibt sich: 
X(A)=e(c A+ du) +dX(w) 
XAN=co4+d%. 
8) läßt erkennen, daß zu jeder infinitesimalen Transforma- 


tion ÄX(f), welche auf einen Pfaffschen Ausdruck A ausgeführt 
die Form O(A+d2 ergibt, ein Ausdruck: 


n 


>: ey (=) & (x) 


gehört, welcher sich bei jeder endlichen Transformation, die A in 
die Form CA + d%2 transformiert, genau ebenso verhält wie der 


Pfaffsche Ausdruck A= >»e,(x) dx, selbst. Wir bezeichnen 
T 
daher nach Lie: 


N 


> a, 8, =— U 


L 


als charakteristische Funktion von X(f). 8) zeigt, wie sich die 
charakteristische Funktion von X(f) ändert, wenn wir neue Va- 
riabele in X'(f) einführen vermöge einer endlichen Transformation, 
welche A ın die Form OA -+d2 überführt. 

Ist eine weitere infinitesimale Transformation gegeben durch: 
9) %, =. + mi.) 08 v=1,..n 
oder in Lies symbolischer Bezeichnung: 


Y77 


ın-DIn@gL 


so sei: 
YA=,41+dvms:..%)% 
so daß vermöge 9) die Gleichung: I 
A=(1+00)4A+ dvöt 


besteht, entsprechend der Gleichung 3). Zu Yf(f) gehört die 
charakteristische Funktion: 


V‚=- >; a,(2) 7, (@). 


Denken wir uns vermöge Y(f) in X(f) die neuen Variabeln x, 
eingeführt, so wird bekanntlich: 
10) XN-IN+AKN)=XN) 


falls wir setzen: 


KN=-L(TN-Y(XN). 


(X Y) läßt 47, oder, was dasselbe ist, (X Y) läßt A invariant 
modulo eines vollständigen Differentials. Es ergibt sich nämlich 


XYyıa=XAl,A+dv)— Ye A+du) 

Yy-ı=%l, A+tdau+adaXw)—c (ec, Ad) 2 dTV) 
KYys=,du-adv+dXW)-dY() 
KYy-ı=dy. 


Somit läßt (X Y) A invariant modulo eines vollständigen Diffe- 
rentials.. — Es handelt sich jetzt darum, die charakteristische 
Funktion von: | 


| XY)J=X(Yff)) — Be 
- Dam) -re)L=zn 


» 


11) 


zu bestimmen. Dieselbe sei W. Dann ist nach 11) und nach 
der Definition der charakteristischen Funktion: 


12) W=- > (&n,)—- 7(E))« 


Nach 10) hat die charakteristische Funktion von X(f) den 
Wert: 
U +0:W, 
wo: 
U'=. U) 
WEN) 


me: I 


gesetzt ist. Nach 3°) und 8) ist aber die charakteristische Funk- 
tion W’ auch gleich: uEy ! 
U1l1+,0d9Y)+XWdt. 
Da nun: | 
U= U+6iY(D) 
W=W+61Y(W) 
ist, so haben wir das Bestehen der Relation: 
U+I(YD)+W)=U1+0,0d)+X{w)öt 
unter Vernachlässigung der unendlich kleinen Glieder 2. Ordnung. 
Hieraus folgt sofort: 
13) W=,U+XWw-Y(D) 
oder: 
Satz I: Sind X(f) und Y(f) zwei infinitesimale Transforma- 
tionen, vermöge deren besteht: 
XN=aA+duk), Y7’A)=,A+do(e) 


und sind U und V die zugehörigen charakteristischen Funktionen, 
und setzt man ferner: 

KY=Zf), 
so ist: 


Z(A)=,du—adv+aXwW)—-dY(U) 
und die zu Z(f) gehörige charakteristische Funktion hat den Wert: 
13) W”=,U+X(w-Y(D). — 


Vertauscht man X(f) mit Y(f), also auch U mit V, c, mit 
c, und « mit v, so muß man nach 12) „W“ durch „— W“ er- 
setzen, so daß sich ergibt: 


14) W=-c V/-YW+X(PV). 
Aus 13) und 14) folgt: 
15) X) + YO) =,U+./+YW+Xß). 


Wir haben hiermit den Satz gewonnen: 

Satz II: Sind U und V die charakteristischen Funktionen 
zweier infinitesimalen Transformationen X(f) und Y(f), für welche 
Identitäten von der Form: 


XN=aA+du, YA=e,4A+dv 
bestehen, so ist identisch: 
XN+YUO)=,U +. V/+YW)+ X). 


Im speziellen ergibt sich für , =0, ,=0, duW)=®0, 
dv(x)= 0 aus Satz I und Satz II: 


ER 


Satz 1II: Sind X{f) und Y(f) zwei infinitesimale Trans- 
formationen, vermöge deren besteht: 
X (N= =, YA= 
und sind U und V die zugehörigen ne Funktionen, 
setzt man endlich 
KAY=Zf), 


so ist auch: 

AZ 
und die zu Z(f) gehörige charakteristische Funktion hat den Wert: 
16) W”=- YM. 


Satz IV: Sind U und V die charakteristischen Funktionen 
zweier infinitesimaler Transformationen X(f) und Y(f), für welche 
Identitäten von der Form: 


XN=05 3 HA)=0 
bestehen, so vst identisch: | 
17) x(N) + YIn)=0. 
$ 2. Aufstellung der Bedingungsgleichungen. 


I. Bedingungsgleichungen für X(A)=0. 
Soll X(f) mit der charakteristischen Funktion 


U — SoisE 
1 


den Pfaffschen ' Ausdruck A absolut invariant lassen, so ist not- 
wendig und hinreichend, daß: 


436.7, hi: 
18) | A 3 &L, da =(. 
Hieraus folgt sofort als er 


19) Ie, dE, + Sera ga Ar et: 


Aus dem Werte der eh Funktion folgt: 


1 u u 
N ö @, 7 

20) dU=- Dr, da, — Dra,dE, 
1 ai 1 


RT 7 Set 


oder nach 19), da « mit v vertauschbar: 


. 25 00 
[2 ara 
21) Zr dd (ge - = U. 
Setzen wir hier noch: 
1) 6) 

| Ru = &, = dus, 
22) OR, öx, 

| 0, = Oo», = —0%yo; 


so wird 21): 
Duvda,$u EL, U 
T 


n n 


au 
23) >wr RT A Paz Fu 
1 1 A 
welche Identität in n Gleichungen zerfällt: 
OU 
24) Diese, nr 
u 


Wir haben somit &,...&,, U so zu bestimmen, daß die 
n + 1-Gleichungen: 
| a) Dre, =— U 
I 
ex U 
1 


7 


25) wel 


erfüllt werden. 


II. Bedingungsgleichungen für X(NA)=do(e). 
Soll durch die infinitesimale Transformation X(f), zu welcher 
die $ 1 erklärte charakteristische Funktion 


n 


U=-— >va,$, 
1 


gehört, der Pfaffsche Ausdruck A invariaut bleiben modulo eines 
vollständigen Differentials, so muß die Bedingung bestehen: 


x |Srada) dom, re 
T 


n du n 
Drugs dau + va,dg,=dm(k). 
1 


% 
er 1 


SB, 


Vermittelst der charakteristischen Funktion U ergibt sich 
durch Einführung von d U aus 20) für die letzte Identität: 


N 


ai 00 do, 
26) Be &, v- —— ve dz„=d® (©) + daU. 


1 
Machen wir im folgenden auch von der Bezeichnung 22) Ge- 
brauch, so zerfällt 26) sofort in: 


n 


Yan RE 
1 


Ö %, 


Somit haben wir zur Bestimmung von &,,...$&, U, m folgende 
(rn + 1)-Bedingungsgleichungen: 


a) Ir Bor dr =— U 


(U 
b) De 2 
1 


0%, 


27) 


Wir müssen noch die Bedingungsgleichungen für: 


XA=ecA 


ableiten. 


III. Bedingungsgleichungen für X(N=c4A. 
Soll der Pfaffsche Ausdruck: 


A=>Dro,da, 
1 


. durch die infinitesimale Transformation X(f), zu der die charak- 


teristische Funktion: 
n 


U=— >» dl, &, 
1 ’ j 
gehört, invariant bis auf einen konstanten Faktor bleiben, so ist 
notwendig und hinreichend, daß eine Gleichung von der Form: 


n 


> da, — >; a,dx, 
T 


il 


X 


besteht, d. h. 


n 


28) Se u > &, d&,=c > RE 
| T 1 


si 1 


Vermittelst der charakteristischen Funktion U ergibt sich 
durch Einführung von d U aus. 20) für die letzte Identität: 


BIO une 


a4 Serag d%, - Ir en dx, 0 nei 
1 


Dies gibt unter En von 22): 


Dar,» dA, =cDu&oudtu tdU 
1 T 


n 


>>t6 > ou d %y; 
1 
welche Identität sofort zerfällt in: 
S OU 
29) Draud, = ehrt Ze KNIE 
1 A 
so daß wir zur Bestimmung von &,,... &,, U folgende Bedingungs- 
gleichungen haben: 
n 
a) Die Cor &, =— U 
en 
30) & vw—Alnerd 


1 


oU 
b) Drau, =0%&u+ dm, 


$3. Jacobisches Symbol. 


Wir stoßen bei unseren Betrachtungen auf schiefe Deter- 
minanten, für welche &,, = — «,, gilt. Wir wollen unsere Resul- 
tate jedoch besser mit Hilfe der Jacobischen Symbole geben und 
uns besonders an die Abhandlung von Prof. Friedrich Engel 
(math.-phys. Klasse der Königl. Sächs. Gesellschaft der .Wissen- 
schaften 1899, S. 303) anschließen. 

Unter der Voraussetzung, daß allgemein gilt: 


Kuv RE 
setzen wIr: 
Eu EU v). 
1% wird durch die Rekursionsformel: 


31) (N) = D>lE Er 2) 

das Jacobische Symbol (s, .. . 2,,) erklärt, wo &,,...i,, irgend 
21 der Zahlen 1...n sind und wo durch das Sun en 
angedeutet wird, daß die Summe aller der Ausdrücke zu bilden 
ist, die zu dem hingeschriebenen hinzukommen, wenn man die 
21—1 letzten Zahlen :,,...,, einmal, zweimal... (22 — 1)-mal 
zyklisch vertauscht. Der Ausdruck (uv) wechselt das Vorzeichen, 


wenn man u mit » vertauscht. Der Ausdruck (%,, ... %,,) wechselt 


wet. 


daher das Zeichen, wenn man irgend zwei der 22 Zahlen ö,,... ,, 
miteinander erlanächt und wenn man .alle 22 Zahlen ü,,...i,, 
zyklisch vertauscht. Ferner verschwindet der Ausdruck (% &, aa 
identisch, sobald zwei der Zahlen 2,,... :,, gleich sind. Setzt man 
daher: 


ed, 
BOWIE für's — 1, ©. 24 
(Eu tust ... %21, %, Fate %u-1) ET (> 13a J, 


wo man auf der linken Seite %,41, . - : au i1, .. . iu-ı zyklisch ver- 
- tauschen darf, ohne den Wert des Kosarlcke: an ändern. Man 
kann daher J in der Form geben: 


J= Se fieir) des = fü,...iı)) 


wo J,„=0ist und J,, ein Jacobisches Symbol darstellt. Hier- 
aus folgt auch sofort: 


Sat hu =V0$ 
Für jede beliebige Zahl i, der Reihe 1,...n gilt die Formel: 
21 
>, (£, %,) Sur == (%, ... Iu-13 % arts OR FR '2). 


et 
Im speziellen wird für ,u=1,...2] 
e 21 


>» (% i,) 259 2 >) (%, u)Iru — Eu J, 
= ii 
w Bu=-lfürri=-u, 9,=0 für Au ist, 


In unseren Betrachtungen stoßen wir auf Systeme von (r+1)- 
Gleichungen von der Form: 


a) > Oov &, =W 
32) i Bt:ın 

| b) > SR, 
in denen &,, &,,...&,, W Unbekannte sind. Es können nunmehr 
zunächst sämtliche Gleichungen unabhängig sein. nn. muß not- 
wendig n eine gerade Zahl und somit (1,...n)=(1, 2— 2m) =F0 
sein. Hier sind &,...&, aus 32 b) und sodann a durch Sub- 
stitution der Werte von En ...&, in 32a) zu bestimmen. — Es 


kann aber auch die Möglichkeit eintreten, daß die Gleichungen 32) 
untereinander in gewisser Abhängigkeit stehen. Erweitern wir 
unser System 32), indem wir der Reihe nach zu den einzelnen 
Gleichungen &,9 & &yı &> ::- „5, addieren, so geht 32) über in; 


ar 


A) Dei v5. =W 


3) 


33) h wie line 
b) >=, dus == Ku 


In diesem System können wir ‚ohne weiteres zur Auflösung 
das Jacobische Symbol benutzen. W verschwindet in diesem 
Falle, oder es gehorcht bestimmten Relationen, welche sich aus 
der Abhängigkeit der Gleichungen ergeben. 

Wir können voraussetzen, wenn wir die Entstehung der Systeme 
der Form 33) bedenken, daß nicht alle Ausdrücke (01),... (0%) 
verschwinden. Es läßt sich dann leicht der Satz beweisen: 

I. Wenn alle Ausdrücke 


(O, ts ++ + Mn) 
verschwinden, so verschwinden auch alle Ausdrücke von der Form: 


(U RC Kg) 


unter den uw Zahlen der Reihe 1,...n verstanden. 
In der Tat, es ist: 


| (Ur; 0,0...) 9; 
welche unter den Zahlen 1,...27 auch u, sein mag, da dann 
der Ausdruck links zwei gleiche Zahlen enthält. Entwickelt man 
die linke Seite nach der Rekursionsformel, so ergibt sich: 


(Un, 0) (Ki » ae Hz.) 0, 
da alle übrigen Glieder unter der gemachten Voraussetzung Null 
sind. Somit ist der Ausdruck (t , » . .-U,,) = 0, sobald auch nur 
eine der Größen (0 u,),. . . (0 u,,) von Null verschieden ist. 
Verschwinden hingegen alle Ausdrücke (0 u,), . .. (O u,,), so 
muß 2!<n sein. Ferner ist dann, wie die Entwicklung zeigt: 


(u, 0, U2, ++ W215 ) = 0, 
also auch: 


(Uaıyz> 0, Us... u2ı) = tl. 


Dieses Jacobische Symbol, nach der Rekursionsformel entwickelt, 
ergibt: | 
(uUaı+z> 0) (wi IRRE ua) 2 0, 


während alle anderen Glieder gemäß der Voraussetzung ver- 
schwinden. Da aber nicht alle Ausdrücke (ua,.,, 0) verschwinden, 
falls (u, O),...(u,,0) sämtlich Null sind, so muß (tu ,... U) sein. 
Ferner folgt: | 
ll. Es gibt stets eine ganze Zahl m von solcher Beschaffen- 
heit, daß alle Ausdrücke: 


En 12 


(Om, Dr Upm+1) 
verschwinden, nicht aber alle Ausdrücke: 


(0 Uly.+5; ia a-ı) 
unter den u Zahlen der Reihe l,...n verstanden, und zwar ist 
hierbei: | 
mzil, m=3(n-+]). 


Dies ist in der Tat der Fall. Die » Ausdrücke (0 u,) ver- 
schwinden nämlich nicht alle Ist aber 22=>(n +1), so ver- 
schwinden alle Ausdrücke (Ou,,...4g,,,), da dann in diesen | 
Jacobischen Symbolen mindestens zwei gleiche Zahlen vorkommen. 
Wenn endlich für irgend ein / alle Ausdrücke (0, u ... iy,_}) 
verschwinden, so sind nach I alle Ausdrücke (u,,... u,,) = 0 und 
demnach auch alle Ausdrücke (0, u, - . - ig} MByıyı) = 

Hat man diese Zahl m bestimmt, so ist man sicher, daß 
ad} alle Ausdrücke (0, ı, -.: 4, _,) verschwinden, unter 

..+ My; Zahlen von 1,...n verstanden, während noch die 
Möglichkeit besteht, daß alle "Ausdrücke (Us - » » U, ,) verschwinden. 

Verschwinden hingegen nicht alle Ausdrücke aa 
so können wir voraussetzen, daß (1,2,...2m) #0 ist, weil ja 
die Numerierung der Veränderlichen ganz beliebig ist. Dann sind 
sicher nicht alle Ausdrücke (0, 1),... (0, 2m) Null, denn es ist: 


(0, 2m +%,1,...2m) =. 


Entwickeln wir diesen Ausdruck nach der Rekursionsformel, 
so ergibt sich, wenn (0, 1),...(0, 2m) alle Null sind: 


((,2m +x(l,...2m)=0. 


Hieraus folgt aber, daß alle Ausdrücke (0, 2m +1), (0, 2m +2), ... 
(0, r), verschwinden müssen, da nach Voraussetzung (1,2,...2m)=£0 
ist. Es müßten somit alle Ausdrücke (0, u) verschwinden für 
u=1,...n. Man kann daher annehmen, daß mindestens ein 
Ausdruck (0, 1),...(0, 2m) von Null verschieden ist. Nunmehr 
folgt sofort, daß nicht alle Ausdrücke (0, u,... %„_,) Ver 
schwinden können, wo 4, , »». U, _, verschiedene Zahlen der Reihe 


1,...2m bedeuten. Sonst wäre nämlich (u, 0,1,...2m)=0 
für w=1,... 2m. und) es würde" folgen: (a5 0).(1,... 2m) = (0 
für u=1,...2m, was unmöglich ist. — Ohne die Allgemein- 


heit zu verletzen, können wir daher annehmen, daß 


(0,1,...2m —-1)£0 
ist. 
Neben (1, 2,...2m) ist somit auch (0, 1,... 2m — 1) von 
Null verschieden. Sind hingegen alle Ausdrücke (u, ... U) 
gleich Null, wo i,.-.. 4,, Zahlen der Reihe 1,... bedeuten, 


ARE; 1 ME 


so kann man, falls mindestens ein Ausdruck (0, u, --. 4y„_,) FF 0 
ist, annehmen, daß (0, 1,...2m -1) #0 ist. 

Wir wollen somit unsere Bedingungsgleichungen auf folgende 
Fälle hin untersuchen: 

I. Alle Gleichungen sind unabhängig. Dann können wir 
annehmen: (1, 2,...2m)=E0 und es muß sein: n = 2m. 

II. Es sind Gleichungen abhängig. Dann können wir an- 
nehmen, daß (0, 1,...2m —1)=#0 ist, daß jedoch alle Aus- 
drücke (uw, :.. U,„) = 0, ebenso wie alle Ausdrücke | 


a a Aa sind. 
III. Unter der Voraussetzung, daß die Gleichungen von 
einander abhängig sind, können wir aunehmen, daß neben einem 
Ausdruck von der Form: (0, u, .-- 4yn_1)b »B. (0,1,...2m—1) 
auch mindestens ein Ausdruck von der Form (u,...i,,) B. 
(1,2,...2m) von Null verschieden ist. In letzteren zwei Fällen 
können wir, indem wir W== (0 setzen oder W bestimmten Rela- 
tionen, welche sich aus der Abhängigkeit der Gleichungen ergeben, 
gehorchen lassen, noch Unterfälle betrachten. 


Zweiter Abschnitt. 


Erster Teil: Infinitesimale Transformationen, 
die + invariant lassen. | 


Se 


Wir behandeln zunächst den Fall, wo die $ 3 definierte 
Zahl m der Bedingung 2m = n genügt. Dann ist also: 


34) (d, 2. le 2 wu, 
und wir setzen: 
(Aaron) JA, 


Wir können nach $3 A die Form: 


2m 2m 


A= Ir (ur) Aus = I Kuv Air 


geben, wo: 


Au=0, AvtAu 0 
ist und wo gilt: | 


2m 2m 


35) = Or» Abs = Dr O,, Are: —= Ei„4A 


v,u=1,...2m, B„=0 füri+u 5,„=1füri=u. 


EEE, 


Als Bedingungsgleichungen für die Invarianz von A bei der infini- 
tesimalen Transformation X(f) fanden wir $2 D: 


a) Dr do, &, =— U 


1 
177 

b): 27 dns 
1 


36) läßt sich mit Hilfe von 35) sofort auflösen. Setzen wir 
die linken Seiten von 36 b) er G,,...G, und bilden wir: 


2m 
| Zen Der Aunaut 
37) 2m 
| Ser 2 Er, A &,, 


so ergibt sich durch Substitution der Werte der rechten Seite: 


36) En a 


D, 


2m 2m 
I I oU 
38) >u e. An As >u Au ER i 
1 1 u 
Aus 37) und 38) folgt sofort: 
| 2m 
Ag, a Du sp n 


2m 2m 
39) Dr do, Am + AU=0. 
1 1 62 
Setzt man noch: 
2m 2m 
40) >» Co» a = >» &, 2-5 Ey D0 
1 1 


auf welche Relation wir später noch stoßen werden, so ergibt sich 
für 39): 
am 
41) Dr Ben on, +AU=0. 
Integriert man 41), indem man annimmt, dab U als Funktion 
von &,...%, durch die Gleichung f= 0 definiert werde, so ist 
f zu Denen aus: 


of af 
42 DB zur Alan, 
) 2r i 


Hat man f hieraus als eine Funktion der » Lösungen der par- 


Ey; DE 


tiellen Differentialgleichung 42) bestimmt, so liefert f= 0 nach 
U aufgelöst sodann die allgemeine Lösung U der Gleichung 41). 

Ist U bestimmt, so ist die allgemeinste infinitesimale Trans- 
formation für diesen Fall: | 


ü a AO Dede 
AN 2er d8, 0m, 


Anmerkung: U=0 ergibt, wie ersichtlich, keine Lösung außer 
A(f) = 0 für jedes beliebige f. | 


85. 


Wir kommen jetzt zu dem Fall, in dem die Gleichungen 25) 
abhängig sind, und zwar betrachten wir zunächst den $ 3 definierten 
II. Fall, in dem eine ganze Zahl m von solcher Beschaffenheit 
existiert, daB (0, 1,...2m —1)=#0 ist, während alle Ausdrücke 
(U ++ 4y,) verschwinden, unter w,,...4,, Zahlen der Reihe 
1l,...n verstanden. 

Diesen Fall können wir noch in a) und b) gliedern, indem 
wir unter a) annehmen, daß die charakteristische Funktion ver- 
schwindet, welche Voraussetzung wir unter b) fallen lassen. 

a) Unsere Bedingungsgleichungen 25) werden hier: 


43) 
AR &,=0 


Statt 43) betrachten wir besser das System: 


| a) Gera, &—=0 
44) _ = k-rabe 

| b) u == Ir Kuv 5, 0 - 
dessen linke Seiten wir gleich G@,, @,, ... G, gesetzt haben. 


44) steht zu 43) in demselben Verhältnis wie 33) zu 32). Setzen wir: 
4i=(,1,2u.—- #0, 


so können wir A die Form geben: 


2m—1 
Az TR RR BEE 


0 


Dann wird für beliebiges A=0,1,.. n: 


A CK rar Re 


2m—1 2m—1 
>» Civ Aus =: Dr Eva Alpe 
v 0 


ll ee]... 2m—|]) 


oder im speziellen wird: 


rt 2m—1 3 
>» iv 2 > > ya Ayu Z Er,u4 
V 0 


A,u=0,...2m—1 


und: 
2m-—1 2m—1l ° 


> Om-14j,v» Au» =, an tra Das 
=1l,...n—2m+]1 
De am. — 1; 
wo wir-also: | 

(0,1,...u—-1,2m —-1+j,u+1,...2m —1)=Buj 

gesetzt haben. Entwickeln wir jetzt für A=0,1,...n: 
Ol Anal: 

so ergibt sich: 

Mae 10,1... am 1) 

+ Dal, u)(u +1,...2m —-1,2m—-1-+3,0,...02—]). 
Durch (2m — 1 — w)-fache zyklische Vertauschung folgt hieraus 
Ben eteomelt 70, u D)= 

(— 1 "172m —1+3,0,1,...u—1,u+1,...2m —1) 
und da man 2m —1-+j der Reihe nach mit 0,1,...u—1 
vertauschen kann: | 
Om —1+3,0,1,...u—-1,u+1,...2m— 1)= (— Bien. 


Somit haben wir: 


2m—1 


45) >27 Cru Bus = a, 2m-145 A 
i ra A 
| Be en om el 
Da nach Voraussetzung: 
‚B;=@m—-1+3j,1,...2m - 1)=0 


ist, so folgt für 45): 
2m—1 3 
46) >, EDER —= % 2am-14j 4. 


Bilden wir nunmehr: 


2m—1 n 2m—1 


> Bu; G,= > u us Eur Fr h} == 1# N — 2m + R 
U 


so folgt hieraus nach 46): 


2m—1 


n 
Ne \ 
De Bu; u = — AD, 2m-147 4, 
0 U 
d. h. nach den Definitionsgleicehungen von @: 


2m—1 
A Ga, m—1+j — > B u Gh 
J=1,...n—2m+1. 


2m-1 


47) A (Ga m—1+j — > Bu; G, 

1 
Somit folgen die Gleichungen 6, ,=0,... G,=0 aus G, =(,... 
G, m—l =. 


Nunmehr lösen wir die 2m ersten ar nach. ER 
& >. &„. | auf Bilden wir für = 0,14,.. 2m 


2m—1 2m—1 n—-?m+1 


SS nl. 
I A Fu =e >=, Eu A Eu + >, Bi; & m—1+j5 — 0 BD) 
N) 1 


so ergibt sich hieraus sofort: 


Nn— tz x 
48) A Eu + > u > =U. 
Im speziellen ergibt sich für &,, da sämtliche B,; — 0 sind: 
ER 
Es ist somit gleichgültig, ob wir unser System 43) oder 44, 
ae Beide fallen wegen &, = 0 zusammen. — Durch die 
für &,-.- &„_ı gefundenen Werte werden, wie gezeigt, alle 
Gleichungen 43) beftiedigt, Setzen wir daher: 
2m—1 
Eu le See | 
N leer. 2r 7, j=1,...n—-2m+l1, 


so sind alle infinitesimalen Transformationen, die verschwindende 
charakteristische Funktion haben, und welche den Pfaffschen 
Ausdruck 4 — bei dem das durch $ 3 definierte Jacobische 
Symbol (0, 1,... 2m — 1) verschieden von Null ist, bei dem jedoch 
alle Ausdrücke (1, ,... 4,,) verschwinden — absolut invariant 
lassen, in der Form enthalten: 


n—2am+1 


X(f)= > NE ET (f)- 


m TED = mit 


Da mit X (f) und X,(f, 0, 3=1,...n—2m+1, auch (X,X,) 
A absolut invariant läßt und da, wie aus $ 1 Satz III folgt, die 
charakteristische Funktion von (X,X;) Null wird, so muß auch 
(X„X;) der durch 49) definierten Schar von infinitesimalen Trans- 
formationen angehören. Es muß zugleich: 


%%)=0 


sein, da hier die Differentialquotienten Ö f/Ö x, ,..:O f/O x, fehlen. 

b) Unter der Voraussetzung, daß wir denselben Ausdruck 4 
wie unter a) haben, wollen wir annehmen, daß die zu X{f) ge- 
hörige charakteristische Funktion von Null verschieden ist. Die 
Bedingungsgleichungen sind somit: 


| a) > Lo» =—V 
T 


50) 
| er nd 


Ist X;(f) eine infinitesimale Transformation von der Art des 
ersten Teiles unseres Paragraphen, also eine solche, welche den vor- 
liegenden Pfaffschen Ausdruck A absolut invariant läßt und eine 
verschwindende charakteristische Funktion hat und ist Y(f) eine 
infinitesimale Transformation, welche dasselbe leistet, aber mit der 
nicht verschwindenden charakteristischen Funktion V, so besteht 
nach $ 1 Satz IV die Identität: 


X) + Yiny=0. 
Hieraus folgt, da U=0: 
51) ZıM)=0 jel,..n—2m +1. 
V kann somit nur dann charakteristische Funktion einer solchen 


infinitesimalen Transformation sein, wenn es diesen Differential- 
gleichungen 51) genügt. 51) ausgeführt ergibt: 


2m—1 R 
oV BIRROST eo 
er 2,7 00 Bla eg Fast Im 
X; (V) EZ > 5 52, I=1l,...n— 2m+717. 


Hierbei ist ebenfalls A=(0,1,...2m —1)#0. Diese Diffe- 
rentialgleichungen, welche, wie oben gezeigt, ein (n — 2m + 1)- 
gliedriges vollständiges System bilden, sind aber nicht die einzigen 
Differentialgleichungen für V. Setzen wir nämlich die linken 
Seiten von 50) gleich H,, H,,... H,, so folgen auch hier die 


Relationen: 
2m—1 


52) A I. == > BD; HH, . 
1 


2% 


weg 


Die rechten Seiten eingesetzt ergibt: 


2m—1 
oV Q oV j 
—— MB; =0 j=1,...n—- 2m+1. 
O0 14 2 12 0%, 


Hiermit ist nur gezeigt, daß die Gleichungen H, = 6 V/O Pe = 
E=0 VO rs Oo H = 0 Vl/02r 
folgen und V diesen Relationen 51) Schorahen muß, Jedoch auch 
MINOR En el VL %m_ı sind nicht naahhöngig 
untereinander. Nehmen wir an, was wir können, dab A=(1, 2, 
2m— 2)-+0 ist, während fortgesetzt alle Ausdrücke (u, u) = 9 
sind, so ergibt sich sofort zwischen H,... H,,_ı He Relation: 
2m—2 


53) BE I EEE, ‘ 
1 


wo: B2m-ı =(l, 2,...u—-1,2m — 1, u +1, 22m Zone 


In 53) die Werte der rechten Seiten eingesetzt ergibt: 


2m—2 


N Ra TE 
5 Ara 
54) Age Sr Buzm-ı dn, a 


Unsere charakteristische Funktion V muß somit nicht nur 
51), sondern auch 54) gehorchen. 51) und 54) zusammen bilden 
aber ein (nr — 2m + 2)-gliedriges vollständiges System, wie wir 
sogleich zeigen wollen. 

S 6. 

Wir wollen, um nachzuweisen, daß 51) und 54) ein voll- 
ständiges System bilden, untersuchen, welche infinitesimalen Trans- 
formationen den Pfaffschen Ausdruck A des letzten Paragraphen 
absolut invariant lassen, falls der charakteristischen Funktion der 
konstante Wert 1 beigelegt wird. Die Bedingungsgleichungen für 
diesen Fall sind: 

: N - 
a) >» Go» &, >38, 1 
T 


95) z 
b) > Eu» &; ln 
1 
Auch hier ist: 

A= UT. Een en 
und es sei wieder: ' 

A=Hl, Ber zm DEV: 
Wir betrachten besser das System: 


Dam 


BL, 
56) 0 


b) = ner Sr 0% 


Setzen wir die linken Seiten dieser Gleichungen 56) gleich 
Gy, Gy... @,, so ergibt sich auch hier das Bestehen der Re- 


lationen: 
2m—1 


A Gom-145 = Zr Baz Qu 
, yal,...n—2m+1: 


it 


2m—1 
A Gam-1rj no; > Dr G 
al 


Somit folgen die Gleichungen G,, = 0,...0,=V0 as@, =I,... 
0 Wir können &,, —0,...,&, = 0. setzen und.er- 
halten zur Bestimmung von &,,&,,:-. : $,,,_., aus 55) die Gleichungen: 


2m—l 


) Sans =1 
0) 


2m—1 


b) >; RR = 0 
1) 
Wir bilden für A=0,1,...2m—1 

2m —1 2m—1 

Dir Au Gy = > Eiu A &, = Aor: 
So ergibt sich sofort: 
58) Ars v=0,1,...2m—1. 
Es wird aber: 


57) 


& =(, da 4A 


ist. System 55) fällt daher mit System 56) vollständig zusammen. 
Ferner ist: 


59) SR 
wo. aber: 
60) A = er 3. Am —l). 
Wir setzten nach 53): 
r Dose (amt 22. 2m 2). 


Da durch einmalige zyklische Vertauschung B,, das Zeichen 


ändert, so ist: 


2m—l 


61) EB le em el). 
60) mit 61) verglichen zeigt, dab 
Agı eos Bı,; m—1 


ist. Ebenso ergibt sich: 
Ayv=— BD m v=1l,...2m—2. 
Somit haben wir für 59): 
A&,=— B, 3n-1:,:7=1,...2m—a 
Für $, ergibt sich aus 58): 
one 1m Ay,2m—ı 
Abm 4, 


m—1l 


da A,on.ı =4 ist. 
Der Pfaffsche Ausdruck A bleibt somit bei der infinitesi- 
malen Transformation: 

MR ıh a 


er Fu Be 
an rm =, A 5m, 


absolut invariant und die zu L(f) gehörige charakteristische Funktion 
hat den Wert 1. 

Die infinitesimalen Transformationen Lf, A, J =... 
.n— 2m -+ 1 bilden aber ein vollständiges System. Bilden wir 
nämlich für f= 4 den Klammerausdruck: 


L(X,(f)) 93 X, (L(f)), 
so ergibt sich dieser gleich Null. Die zu A gehörige charakte- 
ristische Funktion hat nach $ 1 Satz III ebenfalls den Wert Null. 


(X, L) läßt so A absolut invariant und die zu A gehörige charakte- 
ristische Funktion hat den Wert Null. (X,L) muß somit die 


n—2m 


Form: > 2m—1+j; X; (f) haben. 


x) =0,j=1,...n— 2m +1, L(f)=0 sind aberiden: 
tisch mit den Relationen 51) und 54). 51) und 54) bilden daher 
ebenfalls ein vollständiges System. 


S 5. Fortsetzung. 


Die Differentialgleichungeu 51), 54) bilden, wie soeben ge- 
zeigt wurde, ein (n — 2m + 2)-gliedriges vollständiges System. 
Dasselbe hat demzufolge (2m — 2) unabhängige Lösungen. Ist V 
eine Funktion der Lösungen dieses Systems, so können wir leicht 
alle infinitesimalen Transformationen Y(f) für diesen Fall geben. 


Setzen wir: 
n—2m+1 


Z(f) = Y.f) = > Nm—1+j Xf) 
Re 


N nern 
uw 

u % 

1 0 Re 


Be 


so sind Cm» +++ &, sämtlich Null. Z(f) läßt ebenfalls A invariant 
und die zugehörige charakteristische Funktion hat wieder den 


Wert V. Jetzt haben wir bloß +: Sn, Zu bestimmen aus: 
ml je 
a) > ka, =— 4 
T 
62) | ne 35 u=1,...2m—1. 
| 
| ) 2 Eur = gg, 


Setzen wir die linken Seiten dieser Gleichungen gleich un; 
22222 2 und bilden, “wir: 


2m— 
2m-1 2m—1l2m-1 
> RA 1 se 22, > : Kuv z 
63) - 5 Er, A > 
so ergibt sich durch Bildung dieser Summe für die rechten Seiten: 
et 2m-—1 ö v 
64 Du SW NE “ 
) — Fu Aut Ari + En Aus d=, 
Somit wird: 
K a1 - ö 
in PA Zr dus = v=l,..2m—1 


und es ergibt sich: 


1,...2m—1 IT - 2m—Ll r 

AReaNoe-  Amley algr 

a ee NS url 

2. A 0,00, 2 A 3m 


u,V 


Die allgemeinste infinitesimale Transformation ist in diesem Fall: 
i n—2m+1 


XNn= ZN + > N2m-143 X (f). 


a 


Wir kommen jetzt zu dem unter $ 3 definierten III. Fall, 
in dem eine ganze Zahl m von der Beschaffenheit existiert, daß 
neben mindestens einem Ausdruck (0, u, . 4, ,_,) auch minde- 
stens ein Ausdruck (tw, ,... 4,,,) von Null verschieden ist. Ohne 
die Allgemeinheit zu verletzen, können wir, wie gezeigt wurde, 
annehmen, daß neben (0, 1,... 2m — 1) auch (1, 2,... 2m) von 
Null verschieden ist. Hingegen verschwinden alle Ausdrücke 
Be en Use llamza) Unter ,... 5,5 Zahlen 
der Reihe 1,...n a Auch diesen Fall können wir 
noch in a) und b) gliedern, indem wir unter a) annehmen, daß 


RE 


die charakteristische Funktion U= 0 ist, während unter b) die 
charakteristische Funktion bestimmten Relationen gehorchen muß. 

a) Wir nehmen an, wie wir es können, ohne die Allgemein- 
heit zu verletzen, daß: 


(0,1,...2m -1)0, lan med 
ist. Es sind unter dieser Annahme &,,...&, zu bestimmen aus: 
a) >» Oo» & = 0 
66) ; 
b) >>, Euv &, rl 


Statt dessen betrachten wir auch hier, wie in $ 5 a), das System: 


| a) Ss N 
V 


| b) > Uusy Sy = 0. 


Wir beweisen zunächst, daß aus den 2m ersten Gleichungen 67 b) 
die n — 2m letzten sowohl als auch 67a) folgen. 
Setzen wir: 


67) 


asia, are 


so können wir A die Form geben: 


2m 


Ars >» RR, 
1 


Für ein beliebiges A = 0,1,...n wird: 


2m 2m 
SE Eu! 

> dv Av = Dr ya A,s = 1, N 
1 


>> 0, Av=(1,2,...0—- 1,0, a Dee u 


1 
Im besonderen wird: 


2m Im 
> Or» Ay= >» &,, 4, = Eru4 Aula 
il 1 


und: 


2m 2m 


= / - 
> C2m+j,v Au» 2a Dr &,,2m+j A, = Buj 
1 1 


J=1l,...n- 2m ı lea 


DD 


Mm 


ei 
>» aA 77 Duo; 
1 


wo wir also: 


rn 


12... u 1,2m +i,u+1,...2m)=B,; 
Bee, omV= 1... 2m 
Nur 1, 2a Bus 


gesetzt haben. 
Nach Voraussetzung ist: 


2m Hj,.1,2,...2m)=,0, 


welcher Ausdruck nach der Rekursionsformel entwickelt ergibt: 


0=(,2m+j)(l,... am) Dr A,wW(u+1,..2m, 2m+jJ,1,..u—1). 
1 


Nun ist, wie wir schon sahen: 
vu +1,...2m, 2m +j,1,...u—1)- 
= (1m ßm+j,1,...u—1Lu+1,...2m). 
Da das Jacobische Symbol das Zeichen wechselt, wenn man 
‘in demselben zwei Zahlen vertauscht, so ergibt sich: 
Bm+j,1,...u—-1,u+1,...2mM)=(-1j!B,;. 
Wir erhalten daher: 


2m 
a) &),2m+j A= > ru top 
68) 2m 
b) Kdm+j,i d=— >; ru Bus: 
Entsprechend ergibt sich aus der Entwicklung: 
eier 2.320.) 
die Formel: 
2m 
69) ro A = >27 ru Bus N Ben ir oe Lille 
T 


Setzen wir für 67): 


so wird: 
2m 2m N 
a! 
Dir Buj u Du Dr &uv Dujör 
| T T m 
woraus folgt: | 
NR 
N 
= > dm+j,v & 4, 
10) 
d. h. nach der Definition der @: 


2m 


va) a) A ans == > 2 er I = 1% N am, 
1 


Ferner wird: 


2 m warm 
>r; Bu @,= >, "ur Bao Sr 
0 


ee >= Gyo &,4, 
dee. 
70 b) PEN Me 
T 
Hiermit ist aber gezeigt, daB =, Q,,41=9:...4,=%0 


aus GG, =0, ,=0,...6G,, > 0 folgen. 

Nunmehr lösen wir die 2m ersten Gleichungen 67 b) nach 
+. &,, auf Ist A=(l,2,...2m)= 0, so ergibt 67 b) mit 
hs Hash und von 1 bis. In summiert: 


2m n 2 m 


1 Eu v Aus E 


M 
Ro 
in 

I 
= <M 
IV 


(9) 
2m n—2m 
en! 


v Ei, A &, + >) B; ot; + 2, 


T 
Hieraus folgt, da dieser Ausdruck gleich Null ist: 


n—2>m 


A &, + BE 1E9R mt + Bio &0 = 0 ’ 
N 


oder wenn wir, wie wir können, &, den Wert Null erteilen: 


n—-2m 


71) A &, + > Ds; omtj un, 
1 


Hierdurch haben wir sofort statt der Auflösungen des Systems 67) 
jene des Systems 66), welches wir eigentlich untersuchen. Durch 
die für &, ... &,,, gefundenen Werte werden nach dem voraus- 
gehenden alle Gleichungen 66) befriedigt. Setzen wir daher: 


0 ROReN 
72) 2X N) TS = A Gm, j=1,.:.n—2m, 
so sind alle infinitesimalen Transformationen, die verschwindende 
charakteristische Funktion haben, in der Form: 


n—2m 


72‘) X(f) = >, mr £ 


enthalten. Da zugleich mit X,(f) und X,(f) auch (X,X;) A in- 
variant läßt, x,5=1,...» — 2m und da X,(f) und X,(f) beide 
verschwindende charakteristische Funktion haben und somit nach 
Satz III des $S 1 auch die charakteristische Funktion von (X, X) 


a 


verschwindet, so muß auch (X, X) der durch 72’) definierten Schar 
von infinitesimalen Transformationen angehören, da es außer 
X(f),3=1...n— 2m in unserem Falle keine weiteren infini- 
tesimalen Transformationen mit verschwindender charakteristischer 
Funktion gibt. Es muß zugleich: 


XX,)=0 


sein, da hier die Differentialquotienten of/öz, mer öflö:x, fehlen. 

b) Lassen wir die gleichen Bedingungen wie unter a) bestehen, 
nehmen wir jedoch an, daß die charakteristische Funktion von 
Null verschieden ist, so können wir unser System Bedingungs- 
gleichungen, falls wir V als charakteristische Funktion nehmen, 
in der Form geben: 


a) > I v 
1 
73) 


n 


oV 
b) > Eu» = BT, 


an # 


Ist X,(f) eine der unter a) gefundenen infinitesimalen Trans- 
formationen, also eine solche, deren charakteristische Funktion U 
unter sonst gleichen Bedingungen wie hier verschwindet, so folgt 
nach Satz IV 81: 

XM=0 j=1,...n— 2m, 


23.5 SSL 


ZU 


Or — A Om, 


74) 


V kann somit nur dann charakteristische Funktion einer 
solchen infinitesimalen Transformation, wie wir sie bestimmen wollen, 
sein, wenn es diesen Differentialgleichungen 74) genügt. Diese 
bilden nach a) ein (n — 2m)-gliedriges vollständiges System und 
- haben so 2m-Lösungen. 

Die Differentialgleichungen 74) sind aber til die einzigen, 
welche sich für V ergeben. 

Wie unter a) folgt auch hier, falls wir: 

Rn 
DIA NEL len. ..n 


setzen, das Bestehen der Relationen: 


70) 


ESTARREE Se 


Für die H die Werte der rechten Seite 73) substituiert ergibt: 


7 Sr Bo % 
A ee.” 
75) 2m+j 1 u 
2 m 
b oV 
N) wo Be 
| " Pe 2r A - 


Auch diese Differentialgleichungen stellen ein unbeschränkt 
integrables System dar, wie wir sogleich im nächsten Paragraph 
zeigen werden. 


88. 


Um. den Beweis zu erbringen, daß 75) ein unbeschränkt 
integrables System ist, betrachten wir genau denselben Pfaff- 
schen Ausdruck wie $ 7 und fragen jetzt, wie ist die infinitesimale 
Transformation X(f) beschaffen, wenn X (A) = 4 ist, vorausgesetzt, 
daß die zu A gehörige charakteristische Funktion verschwindet. 
Wir haben nach 30) als Bedingungsgleichungen: 


76) 


% Buyer = Oou® 


Auch hier besteht (0, 1,...2m; -—1)#0, (1, 2,...2m)=£0. 
Setzen wir die linken Seiten dieser Gleichungen 76) gleich @, 
o=0,1,...n, so bestehen gemäß $”7 70) auch hier die Relationen: 


2m 


a) A Gm = >) Bus Eu 


2m 


)  AG= DaB Cu 
1 


70) 


Substituieren wir die Werte der rechten Seite 76), so folgt: 
2m 
a) A, 2m+j— Dt ko Buj = 0 
77) Ir 
b) >27 Koy [ER al 
T 


Nur wenn diese Relationen bestehen, ist eine Lösung unserer 
Aufgabe überhaupt möglich. Diese Beziehungen gelten aber tat- 
sächlich, denn 77a) ist weiter nichts als 68a) für A = 0, ebenso 
wie 77 b) 69) für A=0 darstellt. So können wir unsere Aufgabe 
ruhig weiter führen. Wir lösen unsere Gleichungen 76) nach 


ROT 


SE &3> ++. &,,, auf,. während £, +19 +::&, beliebig bleiben. Nehmen 
wir sogleich zur Vereinfachung an, dab EL ..&, Null sind, 


+17‘ 
so haben wir &,,...&,, zu bestimmen aus: 


2m 


78) Sr Due, = Ku «= 1m: 2m. 
T 
Hieraus folgt sofort: 


2m 
AS, = Dir Anz our 
1 


so daß die verlangte infinitesimale Transformation wird: 


r am A d f 
29) u Dr 
1 ü 
oder zusammengefaßt: 
2m 
{ Bu ar, 
50) Al eier 


Die zu X,(f) gehörige charakteristische Funktion verschwindet 
hierbei, während sich ergibt: 


NA 


Unser System 72) ist ein vollständiges System. Nehmen wir 
hierzu noch 80), so haben wir das a 
! am 


7 a u TR 
| X; (f)= re = = (0 
sl) 5 y=1,..n—-2m. 
RN 2; 6) 
Ian-I.%; ei: 
5 u 


Auch dieses System ist unbeschränkt integrabel, denn bilden wir 
die bekannten Klammerausdrücke (X; X,) für = (0, so wird: 
(X Xoyyı-a = KR, (A)) — %, (N) 
= X(4)—-%,(0)=0 
Somit läßt (X,X,) 4 ebenfalls absolut invariant und da X;(f) 
und X,(f) beide verschwindende charakteristische Funktion haben, 
so muß auch die charakteristische Funktion von (A,;X,) ver- 
schwinden. (X,;X,) ist somit eine infinitesimale Transformation 
von der Form 72") Da (X,X,) die Differentialquotienten von / 
nach Yomzıyı nicht enthält, so muß es verschwinden und 
so ist: 


=1,...n—2m. 


2, Verve in... — 2m. 


X» N), --- X,2,(f) bildet demnach ein (n — 2m + 1)- 
gliedriges vollständiges System. 


RT) an 


Leicht läßt sich nunmehr zeigen, daß auch 75) ein unbeschränkt 
integrables System bildet. Setzen wir die linken Seiten von 75) 
gleieh- 2,17), . 228 3: 


2 


oV Se ER OP 
7, EN R3 R MJT er 
| NE DE TE 
82) Saw) „0 t 
2m 
n4B oV 
| an- Sie Zr 
1 In 


und führen wir 'statt der Unbekannten YV die Funktion: 
Te 
ein, so haben wir statt 82): 


öf u Be 
Z; == 0 20 yo n Ag —( 
Z f) D ae 21 A öx, 


82) S 
a of 
uN= 2 RR rasen: 


Die Klammeroperation ergibt hier: 


( 2) Feen Z,)- 
Also ist 82”) ein (n — 2m + 1)-gliedriges vollständiges System 
und daraus folgt, daß das System 82) und ebenso 75) un- 
beschränkt integrabel ist. 


8 7. Fortsetzung. 


Haben wir / als eine Funktion der n — 2m — 1 Lösungen 
des Systems 82’) gefunden und sodann durch Auflösung von 


f= 0 nach V diese Größe bestimmt, so setzen wir nunmehr: 


n—2 m 


| zn = IN — Di mens ll) 


Hier sind „41, ---&, Null. Z(f) läßt A ebenfalls invariant 
und hat V als charakteristische Funktion. So haben wir bloß 
Gy... &,, zu bestimmen aus: 


84) > Guy = a = 1, Ser 
fi it 


Diese Gleichungen ergeben aufgelöst, falls wir beibehalten: 
Ar 409, wagen): 


g av 
85) A Cr 2 >72: A v d L #18 
- N 


Wir erhalten daher: 


2m 17 
0.2 BAR 00% 
86) N) = Dur a a 
a w . 


Die allgemeinste infinitesimale Transformation lautet somit 
in diesem Falle: 


n—2m 


87) YN=ZN)+ > Mn Kf): 


Zweiter Teil: Infinitesimale Transformationen, 
die einen Pfaffschen Ausdruck invariant lassen 
modulo eines vollständigen Differentials. 


SEh: 
Wir suchen hier die infinitesimalen Transformationen, ver- 
möge deren besteht: X(J)= dw und behandeln zunächst den 


Fall n= 2m und (1,2,...2m)=.0. Ist U die charakteristische 
Funktion, so setzen wir: 


U+-o=6. 
Unser System von Bedingungsgleichungen lautet sodann: 


nn 


a) >» Eov = =— U 


1 
88) n En 
b) raw, =, 
n [2 


en Sa Beziiman (I, 222...2m > (l,...n=A4, so 
ergibt die Auflösung von 88 b) nach gewöhnlicher Art: 


2m 


nr 
;) — u . 
1 A Ö %, 


Diese Werte in 88a) substituiert ergibt die partielle Ditte- 
 rentialgleichung: 


# 


2m 2m 
> a ER 
-— BR PaeE Bee 


89) 


Hier ist sowohl ® als auch U unbekannt. Eine Unbekannte 
kann man daher willkürlich wählen. Um Integrationen zu ver- 
meiden ist es angebracht, ® willkürlich zu nehmen und bestimmt 
sich dann U sofort durch Differentiationen. Ist sodann aus dem 


gewählten ® U bestimmt, so ergibt sich & aus: 
Ü+ö=6. 
Die infinitesimale Transformation lautet in diesem Falle: 
BRUNS AHRBOR 
& = Dr y * E P) 
20) un dx A 


Du 


und zwar ergibt sich: 


u ar) Fi : FR) 
X al0r+ Sam tr ne: 


u 


Anmerkung: Haben wir im speziellen U= 0, so ergibt sich 
unter sonst gleichen Voraussetzungen für $&;: 


während 89) wird: 


91) Du Bud. 
1! 


Unter © eine Funktion der n — 1 Lösungen 91) verstanden, 
ergibt in diesem Falle die infinitesimale Transformation: 


x ARNO FERR 


Er = Sm a a 
2 2! A, 8%, 0u, 


8 10. 


Wir kommen jetzt zu dem Fall, in dem eine ganze Zahl m 
von der Beschaffenheit existiert, daß mindestens ein Ausdruck 
Osram) ZB. (0, t,... 2m — 1) verschieden von Null 
ist, während alle Ausdrücke (i,,... %,,) = 0. sind, unter ‚u, 
Uase.. Uy, Zahlen der Reihe 1,2,...n verstanden. Ferner sei 
(1,2,...2m — 2) =#-0. Den Pfaffschen Ausdruck A können 
wir somit identisch mit dem Pfaffschen Ausdruck A des 85 
annehmen. Diesen Fall gliedern wir wieder in a) und b), indem 
wir unter a) annehmen, daß die charakteristische Funktion U=0 
ist, welche Voraussetzung wir unter b) fallen lassen. 


ET 
a) Unsere Bedingungsgleichungen werden hier gemäß 28): 


n 
a) Ir Ooy &, = 0 


0® 


Hier finden wir aber unser System 50) wieder, und zwar sind 
die 6 V/Öx, von 50) ersetzt durch Ow/Öx, und V selbst durch 
Null. Setzen wir auch in 92) die linken Seiten gleich H,, H,,... H,, 


so bestehen ebenfalls wie zwischen den linken Seiten von 50), falls: 
AU, 1,22%, 2m—:L) 
A=(1,2,...2m— 2) 


ist, die Relationen 52) und 53): 


2m—l 
A Haste, = Ir Ehe Er, 


Bm .n. 


93) 2m-—2 
A Hoam-ı — + ER ERENRE 


Bezeichnen wir die linken Seiten von 93) mit X, (f), 
j=l,....n-2m+15 H(f), so haben wir in HA(f) ENDE j=1...n-2m+1 
wiederum das vollständige System, das wir in $ 6 nachgewiesen 
haben. Haben wir © als eine Funktion der 2m — 2-Lösungen 
dieses Systems gefunden, so können wir leicht alle infinitesimalen 
Transformationen für diesen Fall angeben. Setzen wir: 


n—2m 


ZN=Xf) - > Eam-14 5 (f) 


m u er 5) 
2 { Er 


so sind alle &, ,,-..&, Null. Z(f) läßt 4 ebenfalls modulo eines 
vollständigen Differentials invariant und hat Null als charakte- 
ristische Funktion. Es sind somit die Gleichungen: 


94) 


2m-—1 
a) >» Kov ® =) 
1 
95) Des E10 3 w=1,...2m—1 
un 
1 u 


zu erfüllen. Setzen wir die linken Seiten dieser Gleichungen gleich 
BR ee. 2 Jund.bilden wir: | 


2m — 


3 


ES, y So 


2m—1 2m—1 2m—1 
Dr Fu Auı = = Ir Aur Eur So 
0 
2m—1 
= >, B},4 
x S 
so folgt durch Substitution der Werte der rechten Seiten: 
2m—1 2m—1 
2r F,Aua= 26 da 
Daher ergibt sich: 
2m—1 
I 00 
96) a v=1,...2m—1 


und es wird: 


BES A 05 9f 


x AN)= Dru AED Ye 
1 M » 


Als allgemeinste infinitesimale Transformation für diesen 
Pfaffschen Ausdruck erhalten wir somit, falls die charakteristische 
Funktion verschwindet: 


n—2 


98) XN)=Zf)+ >; u 14 X; (f)- 


b) Unter der ee daß wir denselben Pfaffschen 
Ausdruck A wie unter a) haben, wollen wir jetzt die charakte- 
ristische Funktion als. verschieden von Null annehmen. TV sei 
diese charakteristische Funktion und es sei: Y+wo=d. Somit 
werden unsere Bedingungsgleichungen: 


| a) Say V 


1 


99) n D 
Q ö 
| b) = Cu W = dm, 3 
Setzen wir die linken Seiten dieser Gleichungen gleich @,, 
G,,... @,, so lassen sich ebenfalls die Relationen 93) ableiten. 


Substituieren wir sodann die Werte der rechten Seiten, so kommen 
wir auf die Relationen 93): 


oo SQ, 00 
— — u Bu; = N 
Or 14; „ ox 
100) nz j=1l,...n-2m+1. 
‚ 8® Se 
Le, Zr Busa-i BE $ 


Diese homogenen partiellen Differentialgleichungen bilden aber 
ein unbeschränkt integrables System, wie wir $ 6 zeigten. Setzen 
wir die linken Seiten von 100) gleich X (f),--- X, _am+ı[f) 


n 


re 


H(f) und ist ® eine Funktion der (2m — 2)-Lösungen dieses 
Systems, so können wir bilden: 
n—2m+i1 


ara) > S2m-14 X, (f) 


rer 


Hier ist auch /,,, - -- &, Null Z(f) laßt ebenfalls A modulo 
eines vollständigen Differentials invariant. Jetzt haben wir bloß 
Gr ögr bg, ; Zu bestimmen aus: 
2m—1 

| a) >, =—-V 

101) Be 5 
o® 
| b) Se 


Aus 101) folgt entsprechend der Bestimmung der Unbekannten 
aus 62): 


N FW; 
ea ya, >u Ar am il 
1 4 
und es ergibt sich: 
Se wi, An ad\ Bf 
Be 32% A da,) 8m, 
Hierbei ist V willkürlich, jedoch mit ® durch: 
Y+Ho= ® 


verbunden. Die allgemeinste infinitesimale Transformation lautet 
somit in diesem Falle: 


n—2m+1 


AN)=Zf)+ > Mm f)- 


811. 


Wir kommen jetzt noch zu dem Fall, in dem zu n eine 
ganze Zahl m von der Beschaffenheit gehört, daß neben mindestens 
einem Ausdruck (0, 4, . . - 4, ,_,) auch mindestens ein Ausdruck 
(Us ++ Hy„) von Null verschieden ist. Ohne die Allgemeinheit 
zu verletzen, können wir annehmen, daß neben (0, 1, 2,...2m—]1) 
auch (1,2,...2m) von Null verschieden ist. Hingegen ver- 
schwinden alle Ausdrücke (0, u,... Uynyıb (> Mas - Mamra) 
unter > Ugy-- - Ug„;z Zahlen der Reihe 1, 2,...n verstanden. 
Gliedern wir diesen Fall wieder, indem wir unter a) die charak- 
teristische Funktion als Null annehmen, während im Falle b) die 
charakteristische Funktion nicht verschwindet, so haben wir zu- 
nächst folgende Bedingungsgleichungen für: 

3* 


BREINBG. 


> > Go» &, =, 
T 
b) > A 00 
SE Om, 
Da der hier behandelte Pfaffsche Ausdruck 4 dieselben 
Eigenschaften hat wie der wie in $ 7 betrachtete, kommen wir 
zu denselben Bedingungsgleichungen wie $S 7 b), und zwar sind 
in den dort erhaltenen Bedingungsgleichungen 73) die O V/Ox, 
durch die Oo/Öx, zu ersetzen und V selbst durch Null. Be- 
zeichnen wir die kn Seiten von 102) mit G,, @,,... @,, 80 
ergibt sich demzufolge das Bestehen der Relationen: 


102) 


2 m 


A mt == > B 


2m 
A er Er > Diss Gb 


falls A= (1, 2,...2m) ist. Die Werte der rechten Seite von 
102) substituiert ergibt: 


103) 


Hier erblicken wir aber das n—2m+-1)-gliedrige System 81) 
wieder, von dem wir $ 8 nachgewiesen haben, daß es ein voll- 
ständiges System ist. Ist © als eine Funktion der (2m — 1)- 
Lösungen unseres Systems bestimmt, so setzen wir: 


n—2m 
ZN=XfN)- > Bam; 


unter X,(f) die infinitesimalen a 
> ud j=1l,...n- Im 
Du 


X%(f)= i% 
m 1 


verstanden. Es ist in: 


2m 


3 


Gh en. .&, Null. Z({f) läßt ebenfalls A modulo eines voll- 
ständigen Diferansats invariant und hat Null als charakteristische 
Funktion. So haben wir &,&,,..- zu bestimmen aus: 

u 2 


Sa 
M 
z 

run, b= nz 
® 1 ei 


u=1,2,..,2m. 


a 23 ee 


Diese Gleichungen ergeben Be falls: 
Art, 2, Fe 


3m 
104) a en 
T u 
Somit wird: 
2m un 
= ae Dee? 
105 Au rar 
x 1 u y 


Die infinitesimale Transformation X(f) lautet daher, falls die 
charakteristische Funktion Null ist: 


n—2m 


AN) = ZN) + D5 En; 
und es wird: 
X(A=doölm,...%): 
b) Betrachten wir schließlich den Fall, wo die charakteristische 
Funktion V von Null verschieden ist, so sei: 
V+vo=® 


Unsere Bedingungsgleichungen lauten daher: 


n 


a) Dr tr = — ” 


oo» 
b) Dr Eu» Nv = Ö:, . 


Die linken Seiten ‘von 106) gleich @,, @,,... @, gesetzt, gibt 
auch hier: | 


106) 


2m 


A Gen; = DB 22) 


AG, = S, B 
T 
oder durch Substitution der rechten Seiten: 
"2m 
oD o®D 

ra 
107) Ä =1,2,...n— 2m 

b) Ma 


107 a) ist, wie wir in $7 a) nachgewiesen haben, ein n — 2 m)- 
gliedriges vollständiges System. 107a) ist nämlich identisch mit 
System 72). Bestimmen wir daher ® als eine Funktion der 
2 m-Lösungen dieses Systems, so bestimmt sich durch Substitution 


der Ableitungen von ® in 107 b) V zu V ohne Integration. Setzen 


DR, 


wir daher die linken ‘Seiten von 107a) gleich X, N, = 1% 


rn — 2m und bilden wir: 
n—-2m 


ZN=Xf)- > Eam+; K(f) 
zn = Dei u, 


so sind &,421>.--&, Null. Z{f) entspricht ebenfalls den ge- 
stellten Anforderungen. Da wir in den £ das System haben: 


2 m 


Q OR) | 
> kr ru a N; 
il u 


also dasselbe System wie unter a), so wird: 


und die allgemeinste infinitesimale Transformation wird in diesem 
Falle: 


n—2m 


YN=- AN + Di mn) 


wobei: 5 > 
YN=d®P-dV=do 


ist. — Wir sind hiermit an das Ende unserer Betrachtungen gelangt. 
Es ist uns gelungen, sämtliche infinitesimale Transformationen zu 
bestimmen, welche einen beliebig gegebenen Pfaffschen Ausdruck 
entweder absolut oder modulo eines vollständigen Differentials 
invariant lassen. Dies Ziel ist erstens erreicht worden durch An- 
wendung der in spezieller Form bereits von Prof. Engel ge- 
fundenen Identität: 


XN+YÜDO)=0,U+ 9 +YW)+X(), 


falls U und V die ceharakteristischen Funktionen zweier infini- 
tesimalen Transformationen X(f) und Y(f) sind, für welche besteht: 


ZA=e A+du 

YA=«,4A+dv 
und weiter durch konsequente Verwertung gewisser Scharen infini- 
tesimaler Transformationen, die mit dem Pfaffschen Ausdruck A 
invariant verknüpft sind. Dadurch ist es uns möglich geworden, 
unsere Aufgabe zu lösen, ohne vorauszusetzen, daß A auf seine 


Normalform gebracht worden ist, wie es Herr v. Weber in der 
von ihm ausgeführten Arbeit tut. 


Lebenslauf. 


Unterzeichneter, Franz Richard Winkler, wurde am 
29. März 1878 zu Leipzig als Sohn des Buchhalters im dortigen 
städtischen Krankenhause, Herrn Olemens Winkler, geboren. 
Gemäß der Religion seiner Eltern wurde er nach den Lehren der 
evangelisch-lutherischen Kirche erzogen. Leider verlor er schon 
in früher Jugend seinen Vater. Seine Mutter ermöglichte ihm 
den Besuch des Realgymnasiums zu Leipzig, welche Schule er 
im Jahre 1898 mit dem Reifezeugnis verließ. 

Unterzeichneter wandte sich nach hiesiger Universität, um 
hier besonders Mathematik und Physik zu studieren. Zu Anfang 
seines Studiums hörte er noch Prof. Lie in dem letzten Semester 
von dessen Wirksamkeit an hiesiger Universität. Er wandte sich 
später, durch Prof. Engel angeregt, besonders dessen Lehren zu. 
Weiter hörte er noch an mathematischen Vorlesungen solche von 
Prof. Mayer und Prof. Hölder. 

Am 15. Mai 1903 bestand Unterzeichneter vor der könig- 
lichen Prüfungskommission für Kandidaten des höheren Schulamtes 
zu Leipzig die Staatsprüfung. Als Kandidat des höheren Schul- 
amtes wurde er von dem hohen königlichen Ministerium des 
Kultus dem Königin Oarola-Gymnasium zu Leipzig überwiesen, 
an welcher Schule Unterzeichneter jetzt noch als Vikar tätig ist. 


Leipzig, den 9. Mai 1904. 
Franz Winkler. 


